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THEORIE DER JERRARD’SCHEN TRANSFORMATION 


VON 
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DOCI'NT AN DER K. K. TECHNISCH EN HOrHsriU'EE IN WIEN 


(VOR GELEGT IN DER SITZUNG A M IO. FEBRUAR 1887.) 


In vorliegender Abhandlung wird keineswegs der Versuch gemacht, die Theorie der Combinanten mit der 
Theorie der Jerrard’schen Transformation in irgend welche Beziehung zu bringen, vielmehr werden diese 
beiden Gegenstände gesondert behandelt. Und was den Verfasser veranlasst hat, dieselben in eine Arbeit 
znsammenzufassen, ist die gemeinsame Methode, mit der er sic behandelt und welche darin besteht, die in 
der Theorie der ein- und mehrstufigen Involutionen geltenden Sätze als Beweismittel zn verwerthen. Der 
erste Theil dieser Abhandlung beschäftigt sieh mit den Combinanten binärer Formen und lehnt sich an die 
schöne Arbeit von Herrn Brill: 1 „Über die Combinanten und die Gleichung sechsten Grades“ an. Die dort 
behandelten Combinanten werden hier auf ihre natürlicheren Formen gebracht und die dort gegebenen Sätze 
aus diesen abgeleitet. Auch ergeben sieh auf diesem Wege manche Satze, die Herr Brill ohne Beweis 
gegeben hat. Anschliessend daran, wird ein von mir in einer früheren Arbeit gegebener Satz verallgemeinert. 
Der zweite Theil behandelt einige Punkte aus der Theorie der JerranPsclien Transformation und wurde 
durch eine Anmerkung in der Abhandlung des Herrn Raths 2 veranlasst. Schon vor zwei Jahren machte 
ich die Bemerkung, dass die Theorie der Jerrard’schcn Form von Ilermite nur für den Fall, dass C nicht 
verschwindet, giltig sein kann und ich stellte mir damals die Frage, ob im Falle C =0 die Jerrard’schc 
Transformation überhaupt möglich, oder ob, wenn sie möglich ist, die Theorie von Ilermite nicht allgemein 
genug sei. Durch verschiedene Umstände wurde ich damals verhindert diese Frage weiter zn verfolgen. Erst 
bei der Lcctürc der Abhandlung von Herrn Raths wurde ich durch die erwähnte Anmerkung auf diese Frage 
wiederum geführt. Das Resultat meiner Untersuchung geht min dahin, dass selbst im Falle C = 0 die 
Jerrard’sche Transformation möglich, und dass in Folge dessen die Theorie von Ilermite nicht umfassend 
genug ist. Im Anschlüsse daran werden noch andere einschlägige Fragen andeutungsweise behandelt, deren 
ausführlichere Behandlung ich mir für einen anderen Zeitpunkt Vorbehalte. 

1 Mathem. Annalen, Bd. 20. 

- Math cm. Annalen, Bd. 28. 
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R Igel 


g. 1. 


Die Involution «teil Grades mul Ater Stufe stndirt man bekanntlich in folgenden zwei Formen. Die eine 
Form ist: 

(1> i + — 0, 

wenn die /‘Formen «teu Grades sind und die A Parameter bedeuten. Die andere Form ist: 


cj> — 
1 2 — 


|/ö(*i**) A 0, V)* • -MA A) 

/ö0 A i f**) A (Fi p*)• • • A(/ j -.; j - 2 ) = °- 

AoOi«*) A Oi 0 • • -AOi 0 

Diese letzte Form ist die analytisch wichtigere, seitdem Herr Gordan den Satz anfgestellt und bewiesen, 
welcher lautet: 

„Die In- und Covarianten von <l> 2 , sobald man dieselbe als eine Form von /;-bl Paaren von Variablen 
betrachtet, sind die Combinnnten der k- 4-1 Formen.“ 

Man könnte auch ans der Doppeldarstellung der Involution unter Berücksichtigung, dass ihre beiden 
Formen dieselbe Beziehung des linearen Gebildes zu dem Gebilde «ten Grades darstellen, diesen Satz be¬ 
weisen. Derselbe ist aber in der letzten Zeit so häufig bewiesen worden, dass es überflüssig scheint, einen 
neuen Beweis zu geben. Was in diesem Paragraphen gezeigt werden soll, ist dies, dass die Combinanten sieh 
auch in doppelter Form darstellen lassen. Sieht man von der Homogenitat. der Formen ab und schreibt die¬ 
selben wie folgt: 
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so ist, wie Herr Brill gezeigt hat, 
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ist, und 

die Summe der Produete der p Grössen 
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zu je i bedeutet. 
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Die zweite Determinante rechts zerfallt in eine (n—p-+- l)-reihige von dem Werthe 1 und eine ^-reihige, 
welche gleich dem Differeuzeuproducte der Xi ist. Setzt man in 1) die x t einander gleich x , so erhalt inan 
durch einen Grenziibergang 
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wo C die bekannte Constante bedeutet, der sieh die zweite Determinante rechts nähert, wenn man zur Grenze 
übergeht. Bezeichnet man die Determinante links in 2) mit 
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so ist nach Basch (Crelle’s Journal, Bd. 80) 

»(»— p+zy-' />(/; ../;o = x.p 1 “ 1 " 


folglich kann man auch setzen: 
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folgende Weise 


die Form: 
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Wenn man 


betrachtet, so sieht man, dass dieselbe nur dann eine reale Form darstellt, wenn die p Formen vom Grade 
p —1 siud. Sind dieselben aber vom Grade p } so stellt sie nur dann eine reale Form dar, wenn inan sie mit 
dem symbolischen Factor 

a x ä , ... t x 

multiplieirt, so dass sie die Gestalt hat: 


Com — (tib) (cic )...(// i) a x b x ... 
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B . Igel 


Nun ist bekannt, dass diese sieh in folgende Determinantenform bringen lässt: 


=(« b) (o v ). . . (ä d) ... t x 
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Daraus lernen wir, dass die Mnltiplication der Combinante von p Formen mit dem Symbole 

a x b x ...i x 

das bewirkt, dass man in der Determinante die Symbole der Coeffieienten um einen Grad erhöht, so dass 
Colonnen entstehen, und die (p-\- l)te Zeile durch die entsprechenden Potenzen von ; r 2 , ./■, füllt. Bildet 
man die Form 
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so bewirkt sonach der Factor a x} />/... i X} dass man die Determinante um eine Zeile und eine Colonne 
erweitert, indem man die Coeflieienten der Formen um einen Grad erhöht, und in einer Zeile die Potenzen 
der Variabein setzt, so dass man schreiben kann: 
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Fährt man so fort, so kommt man zu der Form 
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was mit der Form b) iibereinstinunt. \\ ir wollen «lies an einem einfachen Meispiele bestätigen. Für p — •>, 
4 sind die simultanen Formen: 

f\ — rt n .('|+4(/ 1 a^./' 2 + G(/ 2 .qa^-i-4o s .( , | .r 2 +o 4 .r 2 
/ 2 = b n x \+4 //, .e* .r 2 + G b 2 .ij j\ + 4 b 3 ,r, .r 2 + h k ,r£ 


h — 'b J '! + ^^ •' 7.' 2 + G (‘ 2 .t” + 4e 3 .r, x\ + <\a 2 . 
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Bilden wir min die Form 
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so kann in au, wie leicht ersichtlich ist, dieselbe folgend ermassen schreiben: 
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Multiplieirt inan diese Determinante mit folgender, welche gleich a 2 ist 

10 U 0 0 

0 1 0 0 0 

x\2x x j' t a 2 0 0 , 

a j 2 x j .Cg x 2 fl 

J , *J il | it 

so erhält man, wenn man auf beiden Seiten mit a 2 dividirt: 
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Mit Hilfe der früheren Auseinandersetzungen gehen wir nun daran, den folgenden Satz zu beweisen, der 
allerdings in einem viel allgemeineren Satze des Herrn Frobenius enthalten ist, dessen hier zu gebende 
Beweis dennoch von Interesse ist, einerseits der Methode an sieh wegen, und andererseits, weil sieh im Ver¬ 
folge derselben einige interessante Folgerungen ergeben. 

Satz. 

Bildet man alle Combinanteu aus je p — 1 der p gegebenen Formen 

f ii x t) > ft ( a ‘i J \) • • 'fp( x i x t) 

uud seien diese 
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B. Igel, 
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bildet ferner die Jaeobi’schen Determinanten aus je zwei derselben, so zerfallen dieselben in zwei 
Factoren. 

Von diesen Factoren ist einer allen gemeinschaftlich, nämlich die ans allen p Formen gebildete Com- 
binante 
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und die anderen Factoren sind die aus je p — 2 Formen gebildeten Combinanten. Es ist also z. B. 
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Beweis. 



Bildet mau die Involntion «ten Grades und (p —l)teu Stufe 

fi +\fi + hfs + • • • +A pfp — 1 


und setzt 
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so gibt die Gleicbnug 
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die Verseilwindnngselcnicnte an, ftir welche die Involution einen (p— 1) fachen Factor enthält. Setzt man die 
Discriminante von C gleich Null, so liefert dieselbe die Wertlic ftir nach deren Adjunction die Gleichung 
C'=0 Doppelfactoren enthält. Diese Doppclelementc sind, da C' = 0 eine Involution erster Stufe ist, nach 
einem bekannten Satze die Verschwindungselemente der Jacobi’schen Form 

J(C,C 2 ). 

Es muss aber auch fiir denjenigen Werth von z 2 , der sieh unter den Parameterwerthen der Involution 
befindet, welche es bewirken, dass diese einen jj- fachen Factor enthält, C — 0 einen Doppelfactor enthalten, 
wie leicht einznseheu ist, cs mnss daher J(C\ Cf den Factor ilf enthalten, da dieser es ist, dessen Ver- 
schwindungselcmente die ^-fachen Factorcn der Involution «teil Grades und (p — 1)-Stnfc sind. — Damit ist 
also der erste Tlieil des Satzes bewiesen. 

Da M nnr vom Grade p («— /) +1 ) und die Discriminante von C' offenbar in /. von dem Grade ist, von 
welchem J(C, C 2 ) in (.r,a; 2 ) ist, so folgt daraus der Satz des Herrn Brill: 

Die Combinanten haben die Eigenschaft, dass ihre Diseriminanten in zwei Factorcn zerfallen. 

Was nun den zweiten Tlieil des Satzes betrifft, so kann man denselben beweisen, indem man von den 
zwei Factoren der Discriminante von 4/ansgeht. Herr Brill zeigt nämlich, dass der erste Factor U diejenige 
rationale ganze Function ist, deren Verschwinden aussagt, dass die sämmtlichcn «-reihigen Determinanten 
der folgenden Matrix aus n Vertical- und (w-t-1) llorizontalreiken fiir denselben Werth der x { x, verschwinden: 


13) 


«10 • 

. . a P0 

a; + , 

0 

0 

«11 • 

• • fl/y, 

x P 

A).+i 

0 

«1 p+t • 

. . a pp +\ 

a ; 

A”, 


« 1/.+2 • 

• . &pp+2 

0 

A”„ 


(t t n • 


0 

0 

A-. 


wo zur Abkürzung 


= AVf 1 .• - { P | l )c-C = A; 1 1 1 )-<'i a? = W, 

(-lY+*xr+>=X 0 

gesetzt wird, und dass der zweite Factor C iu ähnlicher Weise den gemeinsamen Verschwindungswerth der 
Determinanten der folgenden Matrix von (« + 1) Horizontal- und (w-f-2) Verticalreihen liefert 
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Denkschriften der mathem.-nalurw. Gl. LIII. Bd. Abhandlungen von Nichtmitgliederu. 
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ist. Für die Combinante C f lautet die zweite Matrix, wenn inan die Coefficienten von y mit « bezeichnet: 

a 2o* * ^ ’ • • 0 

Ä 2 l * * • -X/>—3-Xp—2 • • • 0 

ctg • ctpff 6 0 ... .A^ 


Für die Wertbe von für welche die Discriminante von C r verschwindet, haben alle Determinanten der 
Matrix denselben Factor, der zugleich Doppelfactor von G f ist. Bedenkt man, dass dem §. 1 zufolge: 
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d.ri;- 3 


ist, so heisst dies, dass denjenigen Wertlien von / 2 , für welchen der zweite Factor der Discriminante ver¬ 
schwindet, diejenigen Wertlie von x entsprechen, für welche die Determinante rechts verschwindet. Und da 
diese Wertbe auch die Versehwindnngselemente von J{C X G z ) sind, so folgt somit auch der zweite Theil des 
Satzes. — Man kann aber diesen Theil des Satzes ohne Voraussetzung des BrilTsehen Satzes beweisen, was 
insofern von Vortheil ist als sich umgekehrt auf diese Weise der zweite Factor der Discriminante von jl/, der 
mit demjenigen des Herrn Brill genau übereinstimmt, ergibt, und als auf diese Weise möglich wird, die 
Grade in den Coefficienten der beiden Factoren naelrzuweisen, die Herr Brill ohne Beweis gegeben. Es 
seieu zwei Involutionen gegeben: 

fl + ^2 /*+ • ■ • + — 0 

Pzfz~t“' * *Pv—ifp—i — 0. 


Sollen die (p — 2)-fachen Elemente der zweiten Involution die (j) — l)-fachen der ersten sein, so müssen 
offenbar alle Haupteombinanten von je (p — 2) Formen für dieselben Wertlie verschwinden. Denn aus 

ti+KU^ • • * + V-i //»- 1 = 

Pzt 2+ • * • fp~* = O a ) p_2 ^ 

folgt durch Subtraction 

Pp - I f\ + (^ v 2 Pp— I P 2 * I/2 ‘ * * (A'—- Pp ^ 1 1 Pp—z)fp—Z — ( ,i Ä ) / ~ ^7 

d. h. 


8 p -Y* 

3 p -Y,- * 


0p Yi 

0P ~Y^ 

'ÜX P ~ 3 

a^,- 3 


8 .cp* 

a.xp 3 

0P ~Y* 

0P 3 Y-. 


&- a f t 

3"-Y,.-* 

0 X p ~~^ 0.C 2 


= Ü 

0 x p ^0.r 2 

a 4 a.r 2 


0p Y/-i 


0p Yi 

0p “Y,- 2 

8-«r 3 

a, r 3 


0 X^ 3 

8xp 3 


Dies vorausgesehickt, erinnern wir daran, dass C f = 0 als diejenige Involution erster Stufe aufgefasst 
werden kann, welche alle (j) — l)-fachen Elemente der Involution «ten Grades und (p — 2)ter Stufe darstellt. 
Setzen wir in G"=0 für x v x % sueeessive die Verschwindungselemente von 
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6 jj ;- 3 

sc: 

• «i 

. i 

CO 



• 9*r 3 


uml bestimmen darnach \ y was soviel bedeutet, als die Elimination von x v aus C'= 0 und C ,f =. 0 so 
bestimmen wir dadurch die (p — l)-faehen Elemente, welche in der Involution (jj — 3)tcr Stufe die (p — 2)-fachen 
Elemente sind. Aus dem Vorausgcsehiekten folgt also, dass alle Combinanten, welche aus je (j > —2) Formen 

'i > /*,- • 4l> 

gebildet sind, für dieselben Werthc versehwinden. Und da dieselben die Unterdeterminanten von C f sind, 
wie man sich leicht überzeugt, wenn man sie sowohl als auch C f in der Form schreibt, in die sic nach der 
Formel 2) gebracht werden können, so folgt, dass der Differcntialquotient von C' für dieselben Werthe ver¬ 
schwindet, d. h. dass C f die Factoren von C n doppelt enthält. Damit ist also bewiesen, dass den Wertlien 
von X 2 , für welche C f einen Doppelfaetor hat, die Verschwindungselemente von C n entsprechen und dass 
da ihnen auch die Verschwindungselemente von J(C { Cf) entsprechen, J(6j Cf) C f/ als Factor enthält. — 
Zugleich ist auch der zweite Factor der Discriminantc von 6 Y/ ermittelt, welcher genau mit demjenigen des 
Herrn Brill stimmt. Den Grad in den Cocffieienten der Factoren der Diseriminaute von C ! ermittelt mau fol- 
gendermassen. 

Der Grad der Discriminantc in X muss offenbar demjenigen der x v x 2 in J{C x Cf) gleich sein, und zwar: 

= 2{< d >-l)(n-p+ 2)-l|. 

Der Grad in X desjenigen Factors, dessen Wurzeln den Wurzeln von C n entsprechen, ist aber gleich dem 
Grade von C n in x v x 2) nämlich 

— C P — 2)(w — ^-t-3), 

folglich muss der Grad des andern Factors 

— 1> (»— /H-l) 

sein, da 

2{(y >—-p + 2) — 1} in — 2)(w— ^) + 3) 

ist. 

Um nun zu den eigentlichen Formeln des Herrn Brill, d. h. zur Bestimmung der Grade der zwei Factoren 
der Discriminantc der Combinante M zu gelangen, hat man in obigen Formeln 

p -\-1 an Stelle von p 

zu setzen, und erhält den Grad von [/, resp. C 

Gu— (p+l){n—[>) 

G c = {p-\)(n-p+2). 


Im vorigen Paragraph hat sich im erstenThcil des Beweises der allgemeine Satz ergeben, dass die Diseri- 
minantc der Combinante von ^Formen wten Grades in zwei Factoren zerfällt, lin zweiten Beweise des zweiten 
Theiles des Satzes sind wir auf den zweiten Factor geführt worden und auf die Bestimmung der Grade beider 
Factoren. Und nun wollen wir beide Factoren der Discriminantc direct ablcitcn. Es ist nach dem Vorher¬ 
gehenden 
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W l 0 ' 

• • «PO 

x P 

0 . . 

. 0 

3p- 7; 

0p Yi 

«1. • 

•• «PI 

X P -I 

,a;.. 

. . 0 

3.rP-‘ 

0XP- 1 






*-'ft 

8p-Y* 

«tp • 

•• "pp 

a; 

V- 

• • • 

= 3 .pp- 1 ' 

8ajP-‘ 

«lp+1 • 


0 

A'„.. 


*-% 


«,n • 

• • (tpn 

Ü 

0 . 

• •a; 

* 

0XP- f 


Ist eine cler/>(>* — Wurzeln von W (.r, x 2 ) t v £ 2 , so ist dann die Gruppe der Formen: 

fi • * +\fp = ?( x r / '2)(‘ /, i?2 — *zZ { y* 

Hat aber die Gruppe einen (^H-l)-faehen Factor, so müssen alle Gleichungen denselben enthalten, die aus 
folgendem Rechtecke entstellen 


8p/, 

3p/-, 


«1 o • • 

• • a pn 

A' ; ,+i 

0 

B ^ 

0 1 3,r 2 

0.PP 

« 11 " 

•«p. 

a;a; + , 

0 



. 

« 1 P- 


A, 


8.rP 

0. Y“ 1 8.p 2 

0J:P 

» ‘ ‘ 

• Up n 

0 



Dieser Factor muss aber offenbar in JF(.e r r 2 ) doppelt Vorkommen, daraus folgt, dass diejenige rationale 
Function, welche aussagt, dass alle w-reihigeu Determinanten der obigen Matrix für denselben Werth ver¬ 
schwinden, ein Factor der Discriminante von W{x i xf) ist. Es ist ferner 



«oi • • 

. • (1/1 0 

-V« • 

. .0 

20 ) 

«ii" 

• -«PI 

A„_ 2 AV-i 

. .0 


i <*, 7i • 


0 . . 

•An 


0 p - Y ; 

0 p - 2 / 2 

0 p — Y „ 

1 p 

0 , rP - 2 

0 a ; P - 2 

0 j ; P —’ 

S '- Y , 

0 p - 2 / 2 

3 P - Y „ 


öFr 2 ö X 1 ’~ 3 <D 2 B a*—' 3 Öa 2 




u^ 2 

0p- 2 /-, 

0P- 2 / 2 

»'“Y, 

0a-p- 2 

0X-P- 2 

0.CP- 2 


Verschwinden alle Determinanten, die aus diesem Rechtecke genommen werden, für denselben Werth, 
so muss, da dieselben die Unterdeterminanten von JF^ x 2 ) sind und da in Folge dessen der Differential- 
qnotient von TF^^), wie oben schon erwähnt wurde, für diesen Werth verschwinden muss, W(x { x 2 ) diose 
Wurzel doppelt enthalten, d. h. die Resultante jener Gleichungen muss ein Factor der Discriminante von 
IV(x { x 2 ) sein. Damit ist der Satz des Herrn Brill direet bewiesen. 


§• 4. 

Wir gehen nun zu dein speeiellen Fall von vier Formen vierten Grades, mit dem sich besonders Herr 
Brill beschäftigt, über. Sind dieselben 

fi — ö j x^ -f* a’ 3 x 2 -f- t*j x “./ 2 -f- (/j .Cj ,/’ 2 -f* Cj ./* 2 

/jj — u 2 -f- h 2 a ,3 Y 2 ■+- c 2 + <I 2 .i ’j x 2 -f*e 2 x 2 
/g — ./* j -f- /> 3 x 3 <r 2 + c 3 u* j .c 2 +<./‘j / 2 -h x 2 

= ** 1 ~V ^4 ^ | a 2 “V C *4 ^1 ■** "F ^4 
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und bildet mau die zwei Combiuanten: 
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21 ) 


W, (,■,■,) = 


a , 

a 2 

(t 3 

X* 

0 

8 V, 

8Y, 

?I4 






1 8 - r i 

r cx. dx 9 

C^ 2 

b x 

b 2 

b 3 - 

o •» 

— o.r: x 2 

x* 


\ c 





\ c. 

1 

o o 

_ 

»V. 

8 2 /a; 

C, 

c 2 


• 5 r y~ 

* r 2 

— 3x ; x 2 

- 8x* 

0.T, (G‘ 2 

84= 

</, 

d 2 


_ ,.3 

**2 

3.r, x* 


8 2 /; ä 

s 2 / 3 

e x 

e 2 

e 3 

0 

—4 

1 0X= 

Fr, cU 2 

0x= 


22 ) 


= « 0 X?4- 3a, xj .r t 4- (3a, 4- Gß f )x}a;* + (« 3 4- *ß 3 ) X*x= 4- (3a 4 4- Gß 4 )x=x* + 3«. x, 4- a 6 x!j 

1 f 2 (x, x 2 ) = a' X 1 ; 4- 3 a' x] x 2 4- (3 a ' 2 4- 6ß') x} x* 4- («3 4- 8 ß') x* x* 4 -13«' 4- Ü/3') x= x* 4 - 3 a' x, xj 4 -«' xj}. 


wo zur Abkürzung 


gesetzt, lind z. 15. 
ist. Setzt man 
so ist 

25) 


?(ayr 2 ) = 


< 7 . 

(( t 


4 

0 


SV, 

0 2 /i 

0 2 /;i 







0x: 

ö.r f 8.r 9 


b t 

K 

^ - 

O O 

‘ O./., .7 2 

X? 



1 2 

2 






0=/ 2 

0V 2 

8Vt 

c. 

c z 

o.r, x* ■ 

— ./’ 2 

* 

0x= 

0^, 0.r 2 

0 X= 

#/, 

d 2 

d k 


O , ,0 

Dd/' | i/. 2 


0=/ 4 

8 2 / 4 

0 2 A 

C 1 

c z 

C 4 

0 

— i 


0 X? 

c*a*, ?.r 2 

0 X= 

«0 

= 

(ede) 

«3 : 

o 

-C) . 

II 


iV 

zz (ade) 


«1 

zz 

(bde) 

«4 : 

= (a c d) 


Pa 

— (« r «) 


« 2 

zz 

(b c c) 

: 

j 

= (abd) 


P 4 

zz (fl b c) 


«6 

zz 

Qt b c) 










(cde) 

= 2±c 

v / 2 

C 3 



— ?3 — ^3 

.r] -+- 7 > 3 j 

V* 

-+* • • 

' “h ^3 r 2 

; 

</, 

«2 

X 

4 

0 





b { 

b 2 

k, - 

— 3 .rj x 2 

4 






c 2 

C 3 

3 a?, <rjj 

—3.q.. 

r 2 

— R , (a‘, a 2 )-t~/ W 2 (x 

d { 

(/ 2 

1>, 

— r 3 
‘2 

3 .r, x 

2 




c \ 

e 2 

E* 

0 

—4 






(1. h. w(oc x x 2 )z zO ist eine Involution vierten Grades und erster Stufe. Der Factor U der Discriminante von 
w(x x x 2 ) ist in diesem Falle die Resultante der ans der Matrix 


Ct l Ct 2 ^3 


^2 l } \ 


4 

— 4.r 3 .r 2 
Ga’* x\ 


d { <l 2 I) ?t — Ax x x\ 


e z ^3 




zu entnehmenden Gleichungen, und hat nach Herrn Drill die Form 

24) U- 


4«o 


4sj 2 

«3 

6ä, 

4ä 2 4-24ß 2 

jc 3 4- 16ß 3 , 

4«V 

4a 2 

16ß, 4-ä 3 , 

4ä 4 4-24ß 4 , 

6a, 

«3 

dä 4 

6« 5 

4« 6 


i 
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wo z. B. «=:«+/«' ist. [7=0 liefert dieWcrthe von X, fiir welche e ^ ne Doppelwurzel besitzt. Diesen 

Wertlien von X entsprechen mm die Verschwindungselerneute der aus der obigen Matrix entnommenen 
Gleichungen. Wir gehen nun nach diesen Vorbereitungen zur folgenden Frage über, Herr Brill zeigt 
nämlich, dass man durch Adjunetiou je einer Wurzel der folgenden Gleichung 


8 (3 a?, A z 4 - 6 a 3 A {) A 5 


—- 2cc 3 A t A i — 4yf jyl 6 ) (3a 3 yl 4 -h6« 3 ^l 6 A x — 2cc 3 A 5 A 2 

— (Ox-; —4 A x A 5 Y (J 3 « 3 —« 3 + 8 ^ 0 ^) = 0 


HA)- 


die allgemeine Form 


auf die Form 


Fj — -b A j a*, j' 2 -b . . . -h A 7 jj 2 

U i {' v \ x 2 ) 


bringen kann. Es fragt sieh nun, wie müssen zwei Formen 

F t und F 2 


beschaffen sein, damit man sie durch Adjungirung der Wurzeln der obigen Gleichung und der ent¬ 
sprechenden in den v! auf die Formen 

TI j (X 1 , a* 2 ), B a 2 ) 

bringen könne. Hat man b\ und F 2 auf diese Formen gebracht, so ist auch 

b\ + XF z — W\ (.r, jc 2 ) H- X W t (x x x 2 ) = w(x { x 2 ). 


Bezeichnet man die Coefficienten von F } F 2 und F x -bX F 2 , resp. durch 

A\ j , A k 


mul die linken Seiten der Gleichungen, deren Wurzeln zu adjungiren sind, um die Formen F { und F 2 auf 
die Formen W x (jl\ x 2 ) und IF 2 (x { x 2 ) zu bringen, mit @ 1 und & 2 und entwickelt die Gleichung 

8 (3ä 3 yt 2 -b 6 a 3 A 0 A b 2% 3 A t A, 4 4 A\ yl^ (o A, 4 ä 3 -f- da 3 yl ( . A { lä 3 A - A 2 4 A 5 yly) 

_ (9a:-;—4^1 A.y (A 3 ä 3 —al+SA„A 6 ) = 0, 


deren Wurzeln adjungirt werden müssen, um F x -b X F 2 in die Form w (r, x 2 ) überzuführen, nach X, so 
erhält man, wie die Rechnung zeigt, 

0 = 0 1 («). + 1 ®'^)«'+^)}!+ {®{ / (a)« , *+2AC© / I j«'+A*(@ 1 )}X*+ 

+1 ®'(*0 «+a (® t )} x 3 + { @® («o « 2 +2 a (<sy) *+ a 2 (@,)} y +@ 2 («0 x 5 , 


wo A (T) den bekannten Frocess bedeutet, 




Sollen also die Formen F l und /•) in 1F, (.r, . t 2 ) und JF^, (rr,,r 2 ) flborflibrbar sein, so müssen folgende 
Gleichungen stattfiuden: 

®;(«)«'+A(@ 1 ) = 0 

®'(«0a+A(@a =0 

®"^« / )a 2 + 2A (@')a+A 2 (® 2 ) = 0 


27) 
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Es müssen aber nicht alle Gleichungen bestehen, sondern es genügen schon die ersten zwei, weil aus 
diesen schon die übrigen zwei folgen. Aus der ersten Gleichung folgt nämlich 



d. h., dass die Wurzeln von © 2 = 0 rationale Functionen der Wurzeln von ©, =0 sind. Man kann daher © 2 
in folgender Form schreiben : 

28) ©, = Ä{®i, A(© l )+X©n > 

wo das Symbol rechts die Resultante von 

®, und A^ + X®,' 

ist. Aus dieser Gleichung folgt bekanntlich die Relation 


29) 

welche in 






übergeht, wenn man die A mit den B vertauscht. Diese Gleichung sagt nichts Anderes aus, als dass auch 
die Wurzeln von ©, = 0 rationale Functionen der Wurzeln von @ 2 — 0 sind. Die Form der Functionen ist 




was die dritte Gleichung verlangt. Eben so leicht leitet man die vierte Gleichung aus der ersten und zweiten 
ab. Wir können jetzt folgenden Satz aussprechen: 


S a t z. 

Sind zwei Formen sechsten Grades gegeben 

F j A {) x*i -+- A j x^ *+* A 2 j «r 2 -f* 

I' 2 —- -h B j .rj a* 2 -+* 7? 2 .t^ ,r 2 -+* . . . -h Jf 

und bildet mau ihre BrilFschen Gleichungen 

0, =0, © 2 = 0, 

so ist die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die Formen sich nach Adjungirung der Wur¬ 
zeln dieser Gleichungen in die Formen 

W , (a’| x’ 2 ), 11 2 (x t r 2 ) 

überfuhren lassen, das Bestehen folgender Gleichungen 

30 ) ®{(«)*'+ A (®i) = ° 

Das Charakteristische der Formen 

11 | (.f| ./g ) , 11 2 l d 2 1 


ist nacli dem Obigen, dass ihre Functioualdetcrminante sich in zwei Factorcn von resp, vierten und sechsten 
Grade zerlegen lässt;'wir können dcsshalb den Satz anssprechen: 
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S a t z. 


Sind die Formen F y mul F % von der Beschaffenheit, dass zwischen den Wurzeln ihrer Brill’schen Glei¬ 
chungen die Relationen 30) stattfinden, so lässt sieh durch Adjungirnng dieser Wurzeln die Funetionaldeter- 
minante der Formen in zwei Faetoren zerlegen, von denen der eine vom vierten und der andere vom sechsten 
Grade ist. 


Die Haupteombinaute von n binären Formen wtev Ordnung, wobei n ungerade ist, lässt sieh, wie ich an 
anderer Stelle nachgewiesen habe, in der Gestalt darstellen: 

I) M — T\ f\ -+- F x f L 4- . * . + P n f H9 

wo allgemein P £ eine Invariante der n— 1 Formen 

/t/i - • •/*-«/*+* • • -fn 


bedeutet. Mit Hilfe dieser Identität kann man mit Leichtigkeit eine andere Darstellung von M ableiten, welche 
ans je n — 1 Formen und aus Theilen von M zusammengesetzt ist, wobei ich unter Theilen von M folgende 
Functionen verstehe: 


A x n ~ 


■ . A-A n i 

1 X n 

' 2 + -l, u. . 


1 r 7) 

3 +J,.r" »+.. 

• • +d„.3 

vl„T 




wenn M in der Form geschrieben ist 

j\I — Ho x n -f- A j x n 1 -4- . . . A n . 

Solche Darstellungen gibt es w, entsprechend den Combinationen von je n — 1 aus den n Formen und 
man könnte glauben, aus diesen n Darstellungen durch Auflösung nach f £ eine neue Darstellung fiir diese zu 
bekommen, dass dies nicht der Fall ist, soll nachher bewiesen werden. Stellen wir die Formen als Summen 
von Potenzen linearer Functionen dar: 

f\ — A { (x, .*•,)"+B, (.fj + m 2 x 2 ) n + . . . -4-W, (a’, +m il x 7 ) n 

31) / 2 = A 2 (.r, -4- m x x 2 ) n -4- B 2 (x { - 4 - m 2 x 2 ) n + • . . -+* N 2 {x x + m n x 2 ) n 

f n — A n {x x +m x x 2 ) n -hB n (u\ • . . + N n (x i 

und eombiuiren mit je n — 1 derselben die Identität i), welche in Folge von 31) sich folgendermassen 
schreiben lässt 

32) M= • • • +(2A 7 ‘ l P l )(, r i +»<**,)», 

so ergibt sich, wenn man z. B. die n — 1 ersten Formen nimmt und aus ihnen und 32) die ?iten Potenzen 
bestimmt : 
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33) 


wo 




M X 

PP- 

. . SPP 

D (.r, 4- . 

r *Y = U 

. 

•• A 



| f n — 1 B n -i . 

.. A T ,_, 



ZAJ\ 

SP 

P ... M 

D(.c f +m n 

. A 

»*)■ = 

A 




A, ,_t 


.1 


ZAJ\ 


Ay, 

B„ ... 



A 

A 

A 

A ••• 


1) ~ 

A 

A ... = 

A 

A 

P 


A }l 1 

B„-i ... j 

1 

An- 1 

B» — i. . - 


in der Form 




T) (x | 4- ni t .r 2 ) ? * 

= 7),, /> 2 , 

fl + * ' 

• • 4- Ai -1 

1 A 


/)(./*! —h* />^ 2 .J’ 2 ) — 2 iU-h Dg 2/1 • ‘ • *4“ Ai 1 ifn—i 


34) 


— A „ J\ v t\ ■+■ • • • 4 - Ai 1 w/»i — 1 

so müssen offenbar die Gleichungen 


35) 


A 1 /i + ^3 i/k•+■• 

■ • 4~ Ai —11 /» 1 

= 0 

p'nfi +P 2 / 2 + • 

■ • 4" Ai 1 2 fn 1 

1 = 0 

A m/j At „/ 2 * * 

. 4- Al — 1 nfn— 1 

= 0 


je eine Wurzel mit i/~0 gemeinschaftlich haben. Ferner sind die linken Seiten dieser Gleichungen, da sie 
sieh zerlegen lassen in Binome von etwa folgender Gestalt : 

a M 4 - ß {.r i 4 - m t x 2 y* 7 

wie leicht ersichtlich ist, symmetrisch in je n — 1 Wurzeln. Die Gleichungen in 35) können demnach wie 
folgt geschrieben werden: 


36) 


0 — F x (Pi2 w 2 , £ w 2 /j? 3 . 

•O/'. + W,-«'*- 

••)/*+•• 

- 4- A i (A? — ; ^2 • 

• •)/■«-. 

A 

feT 

11 

c 


• • '/i + • • 

54 

7 

+ 

••Vn-, 

0 — pp/'.sw, . . . 


••)/*+• 

..+P,_,(P,2»«,. 



Denkschriften der mathera.-naturw. CI. Llll. Ud. Abhandlungen von NichLmitgliedern. 
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B. Igel, 


Berücksichtigt man die Identitäten: 


_ »L. 


= — m, 


A 

'Ä 


zw..nu = 


»»i —j m t 


A 

A 


— ?t, 


— ?*-, 


-w 2 »V • •>»«-) = ^ ... -+ — j— = y„- 2 „,, 


A" 1 


*0 


2 

ÄT 




. W1 M 


. A. „ ,, 

rr m n ~*•-~-h-p 

A) ^ o 


o 

— i 


■= 


so sehreiben sich die Gleichungen 36) in folgender Form: 


37) 


Bedenkt mau ; dass die Gleichungen auseinander hervorgehen, indem inan irgend zwei der Wurzeln m x 
mit einander vertauscht, so folgt leicht, dass folgende Gleichung alle Wurzeln mit d/ = 0 gemein hat: 

0 ~ F l (P xy $ 0 . . .^ w _i)/j 4-F 2 (Pi ,£ 0 . . •) f 2 + • • • -+-/%,_!(P t ,^ 0 . . )f n -i, 

wenn man unter folgende Function versteht: 


F l (C, cp. rn, ft „„ • - 

• O/i+ACP«. ?irn„ f2>»r 

• • )ft + • • 

■ • +P,. |(P, «I Cp2 • 

■ • )fn l 

= 0 

F l A\, fl „u ft ■ 

■ ■ )f\ + F'l (Pnfl ’»■•> f- <»;• 

• • V* + • 

1 ■ “t f T n I 0 1 T ^ 1 ;/t ; ^2 • ■ 

l 

= 0 

j (F tj *5p 1 }n„ vi,i • • 

* • )/l ^ 2 V ^ 1 ; 1 w«; t' 1 1 wi M • 

. .)/ 2 + . . 

• ■+■ F n 1 (P 1 , 'fi /«„ . 

■ • v« 

1 = 0. 


= •** 


'h = * 2 - 


'h = ->- 3 - 


A t 


di 

A n 


A 2 

4> 

Ao 




A 


lr»~ 2 


_2 — 3 _ 


A-. 


Es folgt daher die Identität 

33) F t (P, ,V • +P,(P * 0 . . • *„-,)/,+ . • • +P_.(P, ■ ■)fn = J/-AV 

Ähnliche Identitäten folgen selbstverständlich, wenn man andere w—1 der Gleichungen 31) mit 32) 
eombinirt. Fassen wir alle zusammen, indem wir die F } wenn nütliig, mit Strichen versehen, so erhalten wir 

F\ ^0* • ^2 C^'r'o • • -^11—0/2“+* • * * A-Fn-l {1\ ,^ 0 . . .)/'„_!= M.N X 

F\ (P l? ^...^_.)/■,+ (^^...^-0/3+...+^ (P.,^-- 0 /»-« = ^. 


39) 


A"- ,, uv*o-. • • •*.-.)/;+ • • • +a- 1 v > . ,v • •)/»-■ = v, 


Dies sind die zu 31^) analogen und aus derselben folgenden Formeln, von denen oben die Sprache war. 
Es kommt nun darauf an, zu zeigen, dass sie sich nicht auflösen lassen, d. h. dass ihre Determinante identisch 
verschwindet. Z 11 diesem Behufe greifen wir zum Principe der Apolarität zurück. Nach demselben folgt die 
Darstellbark eit der n Formen und ihrer Combiuante durch die nten Potenzen derselben linearen Formen aus 
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derselben Quelle und die Ideutität 32) ist nur eine Consequenz von 31). Die Systeme vou Gleichungen, die 
wir erhalten, wenn wir je n- 1 der Gleichungen 31) mit 32) eombiuircn, sind nicht vou einander unabhängig 
und in Folge dessen muss die Determinante 


40) 



■ 


F»-i 


Ff 

O 

F •> 

• • - 1 7 f —2 

Ä-, 

= 0 

0 

7A»-I) . 

A 2 

Mn-0 
* • «—2 

Fr," 



8. o. 


Als Beispiel behandle ich drei Formen 3. Ordnung, welche die Ableitungen eiuer Form 5. Ordnung sind. 
Ickanntlich lässt sich diese als Summe von drei Potenzen der drei linearen Faetoren der Combiuante der drei 

cu. Ist also 

f - A t (./•, + «, xJ' + A., (x, +m t .e t y-hA 3 (x t +«* 3 x 2 ) 5 


l>eka 

zweiten Ableitungen darstelleu. Ist also 


so ist 


41) 


— = A. .(.(•.+>»! ■r i y + A i (.(', + w 2 x 2 ) 3 + A 3 (x,+«i 3 x 2 ) 3 

4.5 3x 2 

1 i*f 


= A, m l (x, + »«, x 2 ) 3 -wl 2 (x, +m 2 x 2 ) 3 wi 2 4- A 3 m 3 (x, +m 3 x i ) 3 


42) 


4.5 3 x, 3 X: 

_L Üi. —A. nr. (x.+in , x 2 ) 3 + A % (x, + m % x,) 3 m\ + A 3 m\ (x, + m 3 x 2 ) 3 . 

4.5 3x 2 

Die Coiubinaute M dieser Formen stellt sieh also folgenderinassen dar: 

y _ ,, .p J!/_+pÜ£ 

— 8x* +j *8x,8x 2 

(V /> «,*-')(,r, x 2 ) :! + A 2 (2(x, +»»,x,)*+(S,P ( < 1 ) (■*, +m 3 x 2 ) 3 

Combinirt man diese Gleichung mit den ersten zwei Gleichungen in 41), so erhalt mau: 


/>(x 1 +w*,.r l ) 3 = 


43) 


JJ (jC j -f- tH 2 U‘ 2 ) 


. \3 — 


M A 2 

SP.»«*- 1 

J-vF.mV 
.» <— •> 

3 2 /' 

3x 2 


^3 

3 *f 

4»»* 

Ylo 

3 X, 0J 2 

3 3 

-d, 2 F t i»‘- 

M 



3 2 /' 

3x‘i 

^3 


3 2 f 



3x. 3x, 


1) (x, -+- m 3 x 2 )a = 


J 1 2P 1 »h , 1 - 1 xljSP.wiJ- 1 4/ 

3 2 /' 
8x‘f 


A, 


.1, 


. I, w., 


.1., JU 


3 2 /' 


22 3x,8x 2 
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B. Igel , 


WO 


D = 


1 1 1 ' 

w { m 2 m 3 , P 3 A { .A 2 .A 3 ist. 


Aus diesen Gleichungen folgen nun die folgenden: 


44) 


1 — 

CO 1 

\r\ 

~ P 3 W 2 V h } 

+ 

r v f 1 

Lö ^ j Jj. ( . _,- 3 ~ 

L j L, : j r, = — 1 «| 


i 1\ 


-1 

r °'f 1 

l- 0 .qX,:, != 

Lö.**, 0 a 2 L, ; x . = 

rüfi 

\1\ 

-PjIH,»/,} 

-1 

r 0 Y -| 

Ls .r j Jx, : X, = -I «3 

Lö.l j ^^2 J i : — —i/i 3 


= 0 


= 0 


Dass diese Gleichungen bestehen, überzeugt man sieh hier leielit auf folgende Weise. Schreibt man z. 11. 
die linke Seite der ersten in folgender Form: 


45) 


j> !!/./> £2 /' | 1> !V + y. f_^X/ m I 82/ ' (m )--!!> 

1 « S +1 2 *fl+ 1 3 ? ■ 7 3 i s W a + 8 f,C«i »- '" 3 ) j 


’ 2 <U-, 0a 2 J £.r- J i 8x* 2 3 8a-, oa’ 2 


und berücksichtigt, dass der Ansdruck in der Klammer die dritte Potenz von (x x -+-ni t x 2 ) ist, wie durch die 
Auflösung der Gleichungen 41) folgt, so sieht man leicht, dass sie die Form 

ocM+ß (x x -f m , rr 2 ) 3 

annimmt. Drückt man die symmetrischen Functionen zweier Elemente durch das dritte aus, schreibt also die 
Gleichungen 44) in folgender Art: 

0 = I ttC| * — A \ )n \ + ^ 2 )} + [g —Sz ] * 4-/3 ( — m \ 4 ’-li)} 

46) 0 = • \1\ — P 3 (i»l—A t >h 2 + A 2 )\ + [ f l~ | {/’ 2 + P; t (—w(j+ol,)S 

LO *' j Jj-j : = —mi s Ll,t i * r i ; x i — — u h 

ö = Ul ■ \ P l—P; 3( W 3 —+ + Tg f r 1 • /3 (~ W, 3 + ^|)| 


so folgt sofort, dass folgende Relation besteht: 


47) 


37« P 


£ V lp ^„ 


^S/>-P 3 (.r 2 + ,l 1 a- + .4 2 )} + ^-{P 2 + P 3 (.r+,1,)}= il/.AV 


0P 




Durch Combination von 42) mit der ersten und dritten in 41) erhält man 

I jr4l • {I\ (tn t + + P 2 w 2 W 3 } -+- I" g-C| • ! 7 ’ 2 -+■ /’, (m 2 -+-m< 3 ) ( — 0 

L O ./ j J Tj ; x., — Mi j Lü •* 2 J x, : .r, = -m, 

8 2 /’- 


0 2 /’ 

-a 2 /- 


48 ) I 577 I ( M, l +W, 3) + P t W, l '” 3 } *+* f jT3 1 • OW 3 O« +, "3^( — 

Lü : x, = —»i, Lt; •*'2 Jjr i : **2 — —im. 


I g~51 • { P \ (”' 1 + ,M *)+ P z »», ?» 2 1 + I j-4] ■ 1 1\ + B 3 (m, + ?//,)} _ 0. 

LU J x , : x ; = — im 3 LU ^2 J ^i : x i — ~ m s 
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Aus diesen Gleichungen folgt die Gleiebung: 


49) 


» 2 /w> 




— {l\(s+Ä i ) + I\(.V 2 + A l J'+A 2 ) i -b + — 47. A 2 


ö.r: 


Eine Combination endlich der zweiten und dritten Gleichung in 41) mit 42) ergibt die Gleichungen: 


r »Y | 

. )P { (^?^g-b y//g) H~ / 2 M/g 

x, : x., = —w, 

m * -J- 1 

r£Y| 

Lö.r, 0.r 2 J 

y>/ 3 1 + | 

. 0./” 1 

r ^ i 

. {P 1 0» i +«/ 3 )+/ j 2 /h 1 

Ix, : x z = —>«., 

W 3 \ + 

ffil 

Ls.», 3r t J 

La*» l 

r *' f 1 

• IC O,+«0+ ; 2"'i 

>x, ; X. = — m i 

n> 1 _ 

rüti 

lS.r, 0.r 2 1 

”2 1 ^ 

Lsx-X 


• {— } = 0 


und in Folge dessen die Gleichung 

bl) iTT/^T ( 1 U r i + -^) + ^2( r2+ ^r r 'E"l2 ) l + ^3 (•'"* + — 47 . A3. 

Aus 47) 49) 51) ergibt sich leicht, dass die Functionen 

A ( , A 2 , A 3 


die folgenden sind: 


A) = 1 


A 2 — x -b 

A 3 ^=.c 2 -f- j^i 2 . 


Was die Determinante 


U , / > 1 ( l r+J 1 ) + /UA + 4 r /: + J 2 ), —l\ + l>z(.r 2 + A r c+A 2 ) 

52) P^x+A^ + P^+A^+AJ, 0 P 2 + P 3 (<’+^i) 

I J , —7 3 (a* 2 +cl 1 +4 2 ), 7^ + 7 3 («/' “h G j ) 0 

betrifft, so lässt sic sich folgcndennassen schreiben: 


0 


P\ (/' +-7,) + P 2 (.r 2 + -4 j 1 2 ), J7. A 3 


47. a; 


47. A r . 


53 ) 


-ü = P, (^ + J,) + P Ä (u?*+J | x*-b J 2 ) 0 

P, —P 3 (x 2 + ^ a-+J 2 ) 7 j 2 + P 3 (.r+^, 

0 P y (jr+A i ) + P t {ji? + A l r+4 2 ) .r 2 -b .l r r+ J 2 

— 47. I J y (x+JJn-T^ (.r 2 -+-J p r+J 2 ) 0 x’-h^lf 

J \—7 3 /lg) 7 g -h P 3 (a?H- .flj) 1 

—] } y (.£ 2 -b A j ii?-bylg) 1\ (./*+^1 j ) x 2 + A j x +yl 2 
= 47. 7 j 2 (r 2 +yl I ./ , H-^f 2 ) -— 7 J g(a*+J,) x-hd, 

— P 3 (.f 2 H-J,./'+J 2 ) P. { (.r+J,) 1 

I\ l\ x 2 H- /I 1 x’-byl 2 


— 4/ (./ ,2 -b xl j x’ -b ^ 1 2 ) (y’ *~b A | ) 


-P 2 x’H-J, =0. 


_P P 

1 3 r 3 


1 
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B. Igel , 


Es ist bekannt, dass man eine Gleichung fünften Grades nur dureh eine nicht lineare Substitution auf 
die Form 

54) x 5 4- ax 4 - b — 0 

bringen kann. Eine solebe Überführung der Form nennt man gewöhnlich die Jerrard'sehe Transformation. 
Nur wenn die Invariante zwölften Grades C verschwindet, l.ässt sich die Form durch eine lineare Substitution 
in die Form 54) transformiren, wo sic dann die Gestalt annimmt 


55) 


1 * 4A *-c\ 
"•* 5 \ öß ~ 0> 


wenn unter A und B die Invarianten vierten, resp. achten Grades verstanden werden. Es fragt sieh nun, ob 
im Falle C= 0 die Jerard’sche Transformation möglich ist. Diese Frage seheint mir um so mehr berechtigt, 
als aus der Hermite’sehen Theorie der Jerrard’schen Form hervorzugehen scheint, dass im Falle G — 0 
nur eine lineare Snbstitntion die Form in die eanoniselie überführen kann, denn die Überführung der all¬ 
gemeinen Form fünften Grades auf die Hermite’sehe ist nur dann möglich, wenn C nicht verschwindet. 
Dass die Jerrard’sche Transformation selbst im Falle G — 0 möglich ist, und dass demnach die Theorie von 
Herrnite nicht allgemein genug ist, zeigt man folgendennassen. Es sei 


56) 


/;+//; =o 


eine Involution fünfter Ordnung und erster Stufe, so lasst sieh dieselbe dureh die Jerrard’sche Transforma¬ 
tion auf die Form 

57) z^+Az+li — 0 

bringen. Jeder Form in 56) entspricht eine Form in 57) d. h. 57) stellt die transformirte Involution dar. Nun 
liefert die Invariante = 0 zwölf Werthe von A, d. h. es gibt zwölf Gruppen in 56), die sieh in der 

Form 

58) j_ * 4 - ( /,-f A A. = Q 

o \ 5 

darstellen lassen. Diese zwölf Gruppen finden sieh aber auch in 57, daraus folgt, dass auch solche Formen, 
dereu Invariate G gleich Null ist, dureh eine Jerrard’sehe Transformation auf die eanoniselie Form über- 
führbar sind. Auf dieselbe Weise erledigt sieh auch die Frage, ob eine Form, die schon die Gestalt 

59) —f- y 

und also die Eigenschaft der canonisehen Form besitzt, dureh eine J erranFsehe Transformation, resp. 
eine lineare Substitution auf die Form 54), resp. 55) sich bringen lässt. Nehmen wir nämlieb und /* 2 in fol¬ 
gender Gestalt an: 

f\ = a 0 .r 5 + 5flr, a, 

60) 

f i = K • r * + 5 1>\ + JO p />, x* 4- lÖpj b x x 2 4- b % x 4- k , 


so verschwindet in der Involution 56) das zweite, dritte und vierte Glied für A =— a l :b v d. h. G fl+ \f z — 0 hat 
die Wnrzel -— a { : b r Für dieses A finden sieh transformirte Formen in 57) und 58), daraus folgt, dass auch die 
Form 59) sieh in 54) und 55) transformiren lässt. 

Eine allgemeine Form fünften Grades lässt sich offenbar dnreli eine lineare Substitution so transformiren, 
dass zwischen den zweiten, dritten und vierten Cocffieienten, welche mit A v A %) A bezeichnet werden mögen 
die Beziehung 
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sfattfmdet, wenn p,p x beliebig gegebene Grössen bedeuten. Nach dem bekannten Principe, nach welchem man 
die Substitutionsgrüssen so bestimmen kann, dass vier Coefficienten der tninsformirten Form beliebige Werthe 
annehmeu können, wofern keine speciclle Eigenschaft der Invarianten dadurch herbeigeführt wird, müsste cs 
möglich scheinen, zwei Formen 


gleichzeitig so transformiren zu können, dass die Beziehungen 


G2) 


A 2 — p A , , 

T> 2 — p T i , 


^3 — Pl A x 
#3 == Pl 


bestehen. Denn diese Beziehungen liefern vier Gleichungen zwischen den vier SubstitntionscoeTficicnten, aus 
denen diese wie folgt bestimmt werden. Man eliminirt drei derselben, so dass für die vierte eine Gleichung 
höheren Grades entsteht, durch deren Lösungen sich bekanntlich die übrigen drei rational ansdrücken. Dass 
dies nicht der Fall ist, dass also zwei allgemeine Formen 5. Ordnung nicht gleichzeitig derartig transformirt 
werden können, beweist man folgeudennassen. Bildet man die Involution 

F — f [ -b lf 2 

so wird die transformirte derselben die Form haben: 


G3) 




wo A[— A.a-aJJ, ist. Indem man X aus A[ 0 bestimmt, d. h. X = — A x \ If setzt, geht F f in die Form über: 
G4) F" - AUMA f v v x 4 + A^xl 


Bezeichnet man die Invariante zwölften Grades von f x A-lf 2 mit Cj t +\j n und dem entsprechend diejenige 
von G3) mit C f Fr ^\ Fn) so muss diese für diesen Werth von X verschwinden. 

Aus der Relation 

Cy 1 + x 

würde nuu folgen, dass auch £/,+>./., — 0 eine Wurzel 

l = -A t :B i 

hat. Nuu hiingeu die Suhstitutiouscoefficienten, die man ans den Gleielinngcn G2) bestimmt, von den Grössen 
p, pj ab, während die linearen Factoren, in die sich zerlegt, von ihnen unabhängig sind, daraus folgt 

die Unmöglichkeit der gleichzeitigen Transformation beider Formen von der Art, dass die Beziehungen G2) 
stattfinden. 


8- 8. 

Verfolgen wir weiter die in GO) erwähnten speciellen Formen, deren Involution 
Fz=z (a {i +)Jt Q ),rj + h(ft x -\-lb x ).i A y- f- 10p (a, +X&, V s y 2+ 10 p, ((/, A-lb^x 2 y :i +b(jt, 4 A-/d>f)s y* t ) y' 

für X “ — ( p- in 
b t 


G5) 


Fl — (%b x —fi x »i h)' t '!/'*+ Ol h — a \ h)*/' 
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B. Igel, 

übergebt., d. li. in die eanonisehe Form. Die Diseriminante von F 1 ist wie man leicht sieht, 

66) 1) — («„ b, —a, b 0 ) («. b t —a, />.)* +4 “(aj), —& 4 ) : ’, 

deren Verschwinden aussagt, dass die Involution F—0 für 1 — — er, : b, eine Doiipclwurzel hat. Denken wir 
jetzt die allgemeine Gleichung 

67) («,» \ — b „/,) {ri. \—b. >■, V* H- 4 (</ 4 \ — b % X,) Ä = 0 

aufgelöst und seien die fünf Wurzeln derselben 

+** : a [ (/=1, 2,...5) 

und bilden wir die fünf Inyolutionen: 


F k (r/ 0 — XA 0 )Ä’ 5 -h5(a^— la\).r A i/-h 10o(^ — lct\)z*y 2 + 


, + 1 , ( Ä 2 — a i ) -' ,2 >/ 


-MJxif + (a 5 —M :> )//% 


so hat jede derselben ein Doppelelenient für 


Diese Doppelelemente sind die Wurzeln der Jacobi’gclicn Determinanten und eutspreehen sieh diese 
und die Wcrthe von X für die die Involution ein Doppeleleinent hat eindeutig, daraus folgt, dass die Jaeobf- 
sehen Determinanten vom Typus: 


68 ) 


« ft .r ! *+4a ! 1 .r 3 //+6 1 o«' | J 2 // 2 +4p | , 

K + 4 a 2 -'' 3 y +ß p «2 •** /+ 4 p i«*•»' >j 3 +\ >j '* > 


.r 4 -4- 4 p aj z :i y -4- G p t a\ z l y 2 -f- 4 r/ 4 z // 3 -4-r/- y 5 
/>, .r 4 + 4 (j a l 2 z*y -4- 6 ^/ 2 -4- 4 /> 4 .ry 3 -h y r \ 


— (01 ) af+4 (01 ) .r 7 // -4- G ^ (01 ) z 6 y 2 -4- 4 (04) r 5 y 3 -4- (05 ) .r 4 y 4 -4- 4 2 ( 14) a; 4 y 4 
-4-4(15).r 3 y 5 -4-4 . G/>(14).r 3 j/ 5 -h6p(l5).r 2 y°+4 2 p 1 (14) t r 2 // ,, -h4p 1 (15).ry 7 
+(41) .c V+ 4 p (41 ) ,r 3 «/+6 (41 j .r* /+(45) 


mit Hilfe einer Gleichung fünften Grades auflösbar sind. Indem man m'imlieh die Gleichung 67) auflöst, 
ergibt sich .c : ij ans dev Gleichung 


FF 


4 {<!„\—l\ 1 ,).»•+ (f t. li— \\) I) = 0. 


Um aber die Gleichung fünften Grades, mit der jede der Jaeobi’selien Determinanten in 68) eine 
Wurzel gemein hat, direct zu ermitteln, bemerke man Folgendes. Wenn man zwei Formen in der eanonisehen 
Form hat 

ft = aoJr*+baijry* + a & y* 
f 2 — h 0 jr*+hb x j'y*+h s y* 

und die Involution 

F — («„ \ — b Q X,) z :y - 4 - 5 (« 4 X 2 —X,) .r y 4 -4- (fl. X 2 —k X 0 
bildet, so ist die Diseriminante derselben 

I) ~ (r/ 0 X 2 —A 0 X,) (a. X 2 — i 5 A t ) 4 -4-4 4 (fl 4 X 2 — X!)’ 1 , 

es entsprechen also den Werthcn dieser Gleichung die fünf Werthe der JaeobFsehen Determinante 

j_ + 4 <i % xf+a : y 

4 b^xif+b^f 
= {4 (04)x"’’+(05)Fy+(4f))// r, j y 3 = 0. 


69) 
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You den obigen fünf Gleichungen in 68) hat je eine eine Wurzel dieser Gleichung. Dies lässt sich leicht 
verificiren. Fasst man nämlich die Determinante in 68) wie folgt zusammen: 

5 4 (< >4).r 5 -I- (05) .r 4 y 4- (45)J /y 3 
4- j (01 ) .r 5 H- 4 2 ( 1 4) .** ff 4- (41 )x // 4 4- 4 ( 1 5) //•'} .r 3 
' 4-14(01)./’ :, 4-4.6(l4).ry/ 4 4-4(41)^y/ 4 4-G(15)//•'*} f>.r 2 y 

4- {6(01 ).r 5 4-4 2 ( 14) ,ryy 4 4-6 (4 1 ).rtf 4-4(15) yy :> j ./• y/ 2 , 

so sieht man leicht, dass, wenn die erste Zeile dieses Ausdruckes, nämlich die Covnriante 69), verschwindet, 
die übrigen Zeilen, jede für sich, vermöge der Gleichungen: 

(01).r 4 +(41)^ = U 
öx 

y~ — 4(41).r + (51)// = 0 

verschwinden. 


9. 

Eine Gleichung von der Form 

71) (rt 0 Ä>— b ;< hf V'<) r ’ — 0 

lässt sich leicht auf die canonisehe Form bringen. Setzt man nämlich 

«oV-I = 

^2 - “2 ? 


so folgt 




j ( 11 :< - 1 ft o 


72) 


Diese Ausdrücke in 71) eingesetzt, gibt 

= ^+^)K45K,-(40)f 2 } 5 . 

Führt mau zur Abkürzung für £, : i 2 die. Grösse z ein und setzt 

r, (40) 

Z — — + ■ 


(45) (45) ’ 

so gebt der letzte Ausdruck in 72) in folgenden über: 

_2L_ y s + _l_ + (4<>) 
(05) Ä ' (45) 45 

73) 


_ r 5 ■ (° 5 ) 5 .. . 1.40) (05)-' _ 

-,+ v(45)' + (45) -Uj 

welcher die cauonischc Form ist. Daraus folgt, dass die Invariante C der linken Seite in 71) verschw indet. 

Denkschriften der mathem.-naturw. CI. Llll. Bd. Abhandlungen von Nichlmitgliederu. X 
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n. hjc.i, 


§. 10 . 


Bildet imiu aus zwei Formen fünften Grades in der canonisclien Form und ihrer Ja co bi'sehen Covariante 
die Resultante 

*W,fi+W, 

so gellt dieselbe offenbar über in 


74) 


{(01)(51)*+4*(41) 5 |. 


Es könnte nun seheinen, dass, wenn man für /, : \ — f\ :f 2 setzt, die Resultante in eine Form von .r: tj 
übergebt, welche das Quadrat der Jacob Eschen Determinante enthält, da 

K\J ? x = -f t 'A 

das Product folgender Gruppen ist 

/,-h^/ 2 (/, = 1, 2,. . .5), 

wo die Wurzeln der Discrimiuantc der Involution sind. Dass dies nicht der Fall ist, soll jetzt gezeigt wer¬ 
den. Setzt man zunächst in die Discriininante 

D - {00(51)^+4 4 (41) 5 


für \ : a 2 den Werth der ans der Gleichung 


& ä/ 2 ) _ 
Sy 9y 


folgt nämlich 

) . . -io, ■'■+<(,!/ 

' 2 4 b ^ /< 5 1/ 

so folgt da 

"oH^V ,:+ ^;>//! — i 4 "n + a r> t/i = 4 (0, 4) ,r 4- (05) y 
ft. {4 I^x+Ly] — b. {4o 4 j;+o. //} = 4(5,4).f 

H /y '. •'■ + /( 5 y I — M 4 « 4 r + y I = ( 4 > 5 ) y 

75) I> — 1 4 (< )4) .r+(05)//j 4 4 (54) 4 .<: 4 +4 4 (45)'’ //’ 

- 4 4 (45) 4 j4(04)ar’-H05)x 4 y+ (45) >f'\ = 4 4 (45) 4 .J. 


Setzt man fiir Ä, : \ de» Werth, der aus der Gleichung 

80 X 

folgt, nämlich 

_ , tf 0 .r*+rt t y* 

‘ ‘ 2 “ 'v'+M 4 ' 

so geht die Discrimiuantc, weil 

"„{V^y*} -M^^+^y 4 ! = (° 4 )y 4 

« 5 {i„a- 4 +/> 4 ^ 4 } — i 3 {rt 0 .r 4 +« 4 y 4 } = (50) x 4 + (54) // 4 

«<* 1 K’ A + \y} — 1 \ {«•'' :4 + ( Gy 4 1 = l 40 ) 
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ist, über in 

1) = (04) [{(60)4*(04) 4 (* Ä )'] 

76) = (04) {(50) .i A y~h (54)y r ‘— 4 (U4).r 5 } {(50).#*<y + (54)/’-h4 (04).r'| 

X { (60) .r 4 y -h ( 54)// 5 —4/(04)} {(50) .r 4 y + (54) // 5 +4 /(04).r 5 }. 

Der erste Factor ist — J 7 der zweite entsteht aus J, wenn x — x, y = —y gesetzt wird, d. h. er hat die 
gleichen und entgegengesetzten Wurzeln von .7, der dritte Factor gellt aus J hervor, wenn man 

• f = ijp ,!/ = —!/ 

setzt, d. h. er hat die mit / multiplicirtcn entgegengesetzten Wurzeln von ,J und cndlieli hat der vierte Factor 
die mit i multiplicirtcn Wurzeln von J. Dass die vier Factoren so beschaffen sein müssen, sieht man a priori 
ein, denn cs ist 

1 0 F 

F 07 = / *("<' ,r4+0, »y ') _: = 

4 ___ 4 _ 4 _ 4 _ 

VK \-K\)..r+ V(Mi“«***)•#!>< 

4 _ 4 _ 4 _ 4 _ 

W( a <‘\—\X) :j '+ i V{h\— a k' > 'i)-!/\ \ \/(«o V(K\—a k \).y\ 


und da diese Involution, wenn /, : \ eine Wurzel der Diseriminantc ist, eine Wurzel einer dieser Factoren hat, 
so ist das Vcrlniltniss derselben von vornherein cinzusclien. Anders verhält es sich, wenn man für 1 { :1 2 den 
Werth, welcher ans der ursprünglichen Involution folgt, in die Diseriminantc einsetzt. Denn liier kommt nicht 
nur die Jacobi’sehc Oovariantc als einfacher Factor vor, was mau, wie schon oben erwähnt, nicht erwarten 
würde, sondern cs erscheinen auch die anderen Factoren in einer Form, die man a priori nicht erwartet. Die 
Diseriminantc geht nämlich für 

_ >< 0 .f 5 -4-5tf 4 .c/-w<.y 5 

' • 2 - b'J+bbixf+W 

da 

"» iV' 5 +5£ 4 .,y+ &./’! — - - 5(U4),/v/ 4 + (05) y' 

</- +£>b k .r ij* + h. t y : '\ —6- S•'‘ a +5 '!•, ri J % + //'f • (50 j .v :> + 5(54)./■ ij 4 

<i •, {t l) .r’+5i» 4 .i-y 4 +t. i/^l — b % y : ‘ J z= (40).c r ’ + (45)// 5 

über in folgende 

1> = j5(04).ry + (<>5V! {(50).r 4 +5(54)./y| 4 -t-4 4 j (40).r r, + (45) 5 
= {5(04 ).' , // 4 H-(05)y 1 J j(50).r' -t- 5 (54)y 4 } 4 —4 4 {5(04).r’4-(05).r 4 yj 5 
= X 4 { 5 (< >4) a -+(()5) y } f {(50) ./- 4 y + 5 (54) y : ' j 4 — J 4.5 (i )4) .r‘+ 4 (05) x” tj } 4 1 
77) = j a { 5((>4 )./■-+-(( )5 ) i/}[\ (5() ) y +5(54) i/'\ + {4 .50*4 )X+ 4() >5)r 4 y 1 J X 

'<[{ (50) .r 4 y 4- 5 (54) /' j — {4.5 (04) x b +4 (05) ,/- 4 y {J x 
X1 {(50 ) .r 4 y 4-5(54) y : ‘| /{4.5(<>4).ir*+4(05).r 4 //< | X 
X [ {(5(l)./•’* j + 5(54) y h \ — i\4 .5(04).f 5 +-l (05).e 4 y } |. 

Nun ist 

0 J 

— 5.4 (0 l).t: 4 + 4(<)5)./- :f // 


0.7 _ 
~ 


(<»5).c 4 +5(l5)// 4 , 
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es zerfällt also die Discriminantc D in folgende Factorcn: 


8.7 


78) 


8.7 

V 


1 r 8.7 


8./ 

87 


3 ./ 


8.7 

87 


■ßf 

.8.7 


8 J 

h 7:— 

8 f 

3./ 

87' 


1 

r.SJ 

8.7 1 

T 

V ix' b 


1 ( 

CO 

8 J -1 

.11 

_'37 ;f+ 



, 8 J 


8./ 

87' 


Es erscheint also der Factor J mir linear und setzen sich die übrigen Faetoren aus den Diffcrential- 
quotientcn von .7 zusammen. Auf die Frage, wie sieh die einschlägigen Verhältnisse hei allgemeinen Formen 
gestalten, werde ich in einer anderen Arbeit znrliekkommen. 

§. 11 . 

Wir betrachten jetzt die einfache Involution vierten Grades und zweiter Stufe: 


79) 


Bezeichnet man die Determinanten des ersten Rechteckes durch Eiusehliesscn der Indiees in Klammer 
und die des zweiten Rechteckes dureh Summenzeichen vor der Diagonalreihe, so ist die Entwicklung des 
Produetes 



«1 

"2 

«3 

«4 

X 4 

X 3 

X 2 

X 

1 

! K 



^3 

h • 

a 4 

« 3 

a 2 

OL 

1 


'i 

<; 2 

C *3 

C 4 

ß 4 

ß3 

ß* 

ß 

1 


= (012) ü dr X 4 0C 3 ß 2 + (013)— : 


: + (<>14) s±j:' a 3 1 -f (023) l'+x 4 a 2 ß 


+ (024) 2±x 4 a 2 1 + ( 123)2 ±x 3 « 2 ß+ ( 124 ) X±x 3 « 2 1 + (034) S+x 4 a 1 
+ (I34)2±.»*a 1 +(234)2±x 2 al 

= A (ra ß) {(012).c 2 a 2 ß 2 + (013) [a 2 +a (3 + ß 2 —(x + a + ß) (« + ß)J x a ß 
+ (014 ) [(x+a + j 3) (x 3 + a 2 ß + aß 2 + ß 3 ) — (a 2 +« ß + ß 2 ) {.r 2 +a 2 +ß 2 +aß+x(a+ß)} ]— 

— (< , 23)[(x+a + ß)xaßj + (024) [(a 3 +a*ß+aß 2 +ß 3 )—(a+ß){x 2 -|-a 2 + ß 2 +aß+x(a + ß)}] 
+ (1 23).r « ß + (124) [(« 2 + aß + ß 2 ) - (.c +«+ ,3) 1 x + ,3 1 1 - (034 ) [x 2 +x 2 +ß 2 +x(a +,3)] 

—(134)(x+«+ß)+(234)J 

A (xxß){[(012)a 2 ß 2 —(Ol4)(« 2 +aß+ß 2 )— (024) (« + (3)— (<>34)—(013)aß(a + ß)— (023) «ß]x 2 
+ [(013) [x 2 + xß + ß 2 —(a + ß) 2 [ xß + (014){a 3 +x 2 ;ß + ß 2 a + ß 3 — (x + ß) (a 2 + xß + ß 2 )J 
— (023) j (x + ß) aß- (024) (a + ß) 2 +(123) « ß— (124) (a + ß)— (034) (« + ß) - (134)} ] x 
+ (014) {(a 3 +x 2 ß + aß 2 + ß 3 )(x + ß)— (x 2 + aß + ß 2 ) 2 J 
+ (( )24) j (« 3 +» 2 ß + « ß 2 + ß 3 )—(a + ß) (a 2 + a ß+ß 2 ) } 

+ (124) j(a 2 + aß + ß 2 )—(a+ß) 2 j — (ü34)(a 2 + ß 2 )—( 134)(«+ß) -f (234)j 

— A(.raß) J[ (012 ) a| — (014 ) (a;— o t )+(024)n, + (013)o l a 2 —(023)a 2 —( <>3 


80 ) 


[— (O13)a 2 + (Ol4)a,« 2 + (023)n,a 2 —(024)a; + (li3)a 2 + {(124)+(034)}a,—(134)]x 
■[— (014)n 2 +(024)o,o 2 -(124)a 2 —(034)(a;-2a 2 )+(134)a,+(234)]|, 


A(xaß) = 


x 2 x 1 
a 2 a I 

ß 2 *8 1 
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ist mul a, ß die Wurzeln der Gleichung 

81) j ,2 +a, .r+u, =: o 

sind. 

Setzt man in 80) den Ausdruck in der eckigen Klammer gleich Null und sind die Wurzeln der so ent¬ 
stehenden Gleichung x { , .r 2 so kann man, da bei einer Involution vollkommene Vertauschbarkeit herrscht, 
dieselben zu Grunde legen tmd die Elemente von 81) bestimmen. Die Gleichung lautet dann; 


{(012).q.'g — (014 ) ( .r, -h«c 2 ) 2 4- [( 014 ) — (U23 )] x { x 2 4-(0^4 ) -h.r 2 ) -b (013 )(x t -K' 2 ) ,r { r % — (044) 

4- { — (01o),rj,/'2-t-(014)(,r 1 -t-.r 2 )a , 1 .r z + (02.j)(./ , | +/ 2 ) x r r 2 — (<>24 )(./*, ) 2 H- (1-4),/’, j‘ 2 4-(1 -4)(./', -b.'* 2 )-h 

4-(Oo4) (.i'j -t-.c 2 ) — (144)} x 

4- { — (014 ) x { ./ 2 4-( ( >24 ) (*/•, -W 2 ) .<*, x 2 — ( 124 ) ./*j x 2 — (044) [(./*j 4- x 2 ) 2 — 2 x t x 2 ] H- ( 144) (./', 4- x 2 ) 4- (2*j4 )} = 0 


Ist nun 


so erhält man 


84) 


Ans diesen Gleichungen folgt 


A, —«t*j 4~«r 2 

A ” _ 

2 — W 


A r , =^(0,0,) = 

A 2 — ^2^1 ttg > — '^2 * 

Ol = o, ( A', W 2 ) 
a 2 — y 2 (Aj A 2 ). 


85) 


^2 ("iPl I ^2) 7 ^p2 (tt 1 ^2^) -— 0 2 • 


Da nun über die tu nichts vorausgesetzt wurde, als dass sie symmetrisch aus zwei Grössen zusammen¬ 
gesetzt sind, so haben wir hier zwei rationale umkehrbare Substitutionen vor uns. Mit Hilfe der Identitäten 85) 
lässt sieh beweisen, dass die Gleichung, deren Wurzeln x v x 2 sind, für beliebige tu nicht reducibel sein kann. 
Angenommen nämlich, dass die Gleichung reducibel wäre für alle a, so müsste 

4 'MM*)—1Pi(0|H*) 2 = - v * 


für alle Grössen, die man für a setzen mag. Setzt man aber 

a i = ?i(M 2 ) 
a 2 = y 2 ( a, a 2 l 

so bekommt man 4a 2 — apP, was nicht möglich ist. 

Betrachten wir jetzt eine Involution zehnten Grades und fünfter Stufe 


"u 

“l- 

■ •»« 

"iM 

u 1 " 

X 9 .. 

. X 

1 

K 

,J \ • 

•A 

b M> 

« ,0 

a». . 


1 

c« 

‘'l • 


c 1 u 

ßll) 

ß <J . . 

..ß 

1 

<'o 



(/ l.. 

7 ,ü 

v 9 . 

■ • v 

1 

'0 

V 

• - e 9 

e \ ü 

|- ,u 

/ 9 . 

. . / 

1 
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Sind ccjßj. . . die Wurzeln einer algebraischen Gleichung 


f — X ' H~ ß j X* -f- tt 2 X" “b Ö 3 ^ X -4~ ll- — Oj 

so zerfällt die Involution in zwei Factoren, von denen der eine/‘ist und der andere die Form hat: 

< 1 * = f u (ai 0 ,... fl 5 )j^+y, ( 0 , • • • <«.-,)**+ . • • +? 5 (o,. •. o 5 ). 

Sind die Wurzeln von <I>:=0 


«/’j ; X 2 , • . • X 5 

und bestimmt man eine Gruppe der Involution durch diese Werthe, so zerfällt natürlich die Involution 
wiederum in 

aber f erscheint jetzt in der Form: 

f= ?o(A\ • • (-V, • . .XJJ+ . ■ . + f5 (A- ... Aj), 

wenn unter 

v V V 

die elementaren symmetrischen Functionen der .r t verstanden werden. Es folgt also unmittelbar 


87) 


- Y i = P\ 0] • • • 0 *) 

Ag - ^2 0 | • * ' ^ 3 ) 

Xi = Pi ( rt 1 • • •«») 


88 ) 


«1 = M A V • - X :,) 
«ü = Pi ( X i ' ' • X ,> 

l1 5 — 'r'r.(Ai • • • -\0> 


wenn man 


fl • f» — Pl> ft • ?U - Pi >• ■ •> ?5 * f° — Pi 

setzt. Aus 87) und 88) folgen die Identitäten: 


89) 


= Pl (Pl («1 •••)•• •'r'äOi ■ • « 5 )) 
~ P 2 (P I ( ll l •••)•• • Pi Ol • • • )) 

“» = Pi (Pt («1- • •)• • - Pi Ol ‘ ‘ • ))• 


Sicht inan von der Involution ab und betrachtet 87) und 8S) illr sich, so kann man die 

A'f und a,- 

als zwei tiinffaehc Mannigfaltigkeiten auffassen, die sieh gegenseitig entsprechen. Transfonnirt man nun 
beide gleichzeitig auf irgend eine Weise, so dass dieselben in 


(06 


A’! = p;(aX...) 
X! = PM 

A4 = ^'Or • ■<) 


91) 


< = Pl(X A4--.) 

rt 2 — P»(Xj A'j* • .) 
«*' = Pi(x; A 4 .. .) 
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übergehen, so müssen offenbar, wenn mittelst dieser Transformation bewirkt wird, dass 


A7 


v/ — y/ 


wird, auch 


a,, n 2 ; 


gleich Null sein, denn aus 91), welche jetzt lauten 


«: = *:<-vo 

u' = *'uY' A’O 


n( = i(uY' A"') 

folgen 90), indem man die af mit den A r ( vertauscht, welche in Folge dessen die Gestalt haben 

<> <) 
o = 7'(a' «') 

^ = -KW ci.0 


A'( = -'AK a/). 

Bildet man jetzt die Invariante C von 

cl> = ^(rtj. . .a ri )j?]+y,(a, a 2 . * • • • +?s(a,. ■ .a,Ug , 

so kann man dieselbe zum Verseil winden bringen, weil man offenbar die Determinanten ans dem 
Rechtceke 


K V-A« 


«0 i t . . . o 


immer so bestimmen kann, dass sie der Gleichung 

C = 0 


genügen. Ist dies geschehen, so kann man durch eine lineare Substitution die Form <l> auf die Gestalt 


2 f> ß r 

<!>' = ~ 

ö ~ () (> 


bringen. 


Nach dem oben Gesagten müssen aber auch durch diese Transformation die Coefficientcn von 


2 7 '"r 2 ) 2 


m 


f = rZW*!- ■ -y;+?t (W • 04*»+ • • • • 04 
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B. hjd, Combimmten mul .Jcrrurd'schc Transformation. 
verschwindeu. Es wird daher auf diese Weise f auf die eanonisclie Form 


/■= i_ 42 tu* _ iL ivc f— vj 5 

3 0' 6 


gebracht werden. 

A f und PA gehen ans A und B hervor, indem man statt 


a,; ft* • • • ftf, 

y, (a,. • • a-): y n (a, -..a.), o 2 (a,...a-,j: y H (a,...a.\— 

setzt. 

Meine Untersuchungen in dieser Richtung sind zwar bis jetzt nicht weiter gediehen, allein ieh glaube, 
dass mau auf diesem Wege zur Durchführung der Jerrard’schen Transformation gelangen wird. 



